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Ââåäåíèå. Èññëåäîâàíèþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, îòðàæåííûõ îò ãðàíèöû ðàç-

äåëà íåîäíîðîäíûõ ñðåä, ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà [1�10]. Êàê áûëî ïîêàçàíî

â èñòî÷íèêå [1], ôîðìóëû Ôðåíåëÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé

âîëíû â èõ ¾êàíîíè÷åñêîì¿ âèäå (òàê íàçûâàåìàÿ ¾ôîðìóëà ñèíóñîâ¿ è ¾ôîðìóëà

òàíãåíñîâ¿) íå ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèíöèïîì ïåðåñòàíîâî÷íîé äâîéñòâåííîñòè óðàâíå-

íèé Ìàêñâåëëà è ìíîãèìè äðóãèìè ïîëîæåíèÿìè ýëåêòðîìàãíèòíîé òåîðèè, è, â

ïðèíöèïå, íå ïîçâîëÿþò ó÷åñòü âêëàä ìàãíèòíûõ ýôôåêòîâ â ïðîöåññû âáëèçè ãðà-

íèöû ðàçäåëà ñðåä. Ïîýòîìó è ïîëó÷åííûå íà èõ îñíîâå ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ

çàäà÷, â òîì ÷èñëå äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ñòðóêòóð [2; 3], òàêæå ñòàíîâÿòñÿ íåïðèãîä-

íûìè â ñëó÷àå äàæå íåçíà÷èòåëüíûõ ïðîÿâëåíèé ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ âåùåñòâà õîòÿ

áû â îäíîì ñëîå. Äëÿ íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ ãåòåðîãåííûõ èëè óâëàæíåííûõ äèñ-

ïåðñíûõ ñðåä â íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî ïðîÿâëåíèå ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ äàæå

ó ôîðìàëüíî ¾÷èñòûõ¿ äèýëåêòðèêîâ, â ÷àñòíîñòè, âñëåäñòâèå ïîÿâëåíèÿ êîëüöå-

âûõ ýëåêòðè÷åñêèõ òîêîâ ïî ïîâåðõíîñòÿì íàíîïîð èëè ìèêðîêðèñòàëëîâ [4]. Äëÿ

ñíåæíûõ ïîêðîâîâ, â êîòîðûõ ãðàíóëû ëüäà ïîêðûòû ïðîâîäÿùèì ñëîåì æèäêîé

âîäû, îáíàðóæåíî ïðîÿâëåíèå ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ íà ÷àñòîòàõ âûøå 100 ÃÃö. Äëÿ

íèõ îòíîñèòåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå 1, ò. å. ïðîÿâëÿþò-

ñÿ äèàìàãíèòíûå ñâîéñòâà. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷ îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ ÝÌÂ

â ñëó÷àå ïîäîáíûõ ñðåä îêàçûâàåòñÿ â ïðèíöèïå íåâîçìîæíûì íà îñíîâå ¾êàíîíè-

÷åñêîãî¿ âèäà ôîðìóë Ôðåíåëÿ. Íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíî äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷

èñïîëüçîâàòü ñèììåòðè÷íûå, îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïàðàìåòðîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà

ïàðàìåòðû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ôîðìóëû Ôðåíåëÿ, ïðèâåäåííûå â ðàáîòàõ [1; 5; 6].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîñêàÿ ïàäàþùàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ

âîëíà ñ äëèíîé âîëíû â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå λ0 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èç âåðõíåãî

(ðèñ. 1) ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñëîÿ (1) ïîä óãëîì α ê íîðìàëè. Ïóñòü òàêæå äëÿ âåðõíåãî

ñëîÿ (1) èçâåñòíû îòíîñèòåëüíûå äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè ε1 è

µ1, ÿâëÿþùèåñÿ äåéñòâèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè.

Ðèñ. 1. Ñõåìà ïàäåíèÿ, ïðåëîìëåíèé è îòðàæåíèé âîëíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä

ïðè íàëè÷èè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ

Fig. 1. Diagram of incidence, refractions and re�ections of a wave at the interface between

media in the presence of a transition layer
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Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ïðèâåä¼ííûå â ðàáîòå ôîðìóëû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ïðî-

âåäåíèÿ êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷¼òîâ, âî èçáåæàíèå òåõíè÷åñêèõ íåäîðàçóìåíèé çäåñü è

äàëåå ïðè îáîçíà÷åíèè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è â íàèìåíîâàíèÿõ ôóíêöèé èñïîëü-

çóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ïðàâèëà íîòàöèè èäåíòèôèêàòîðîâ, ïðèíÿòûå â áîëüøèíñòâå

àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ è ñèñòåì ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â îáîçíà÷åíèÿõ

âåëè÷èí íàìè íå èñïîëüçóþòñÿ íèæíèå èíäåêñû. Òàêæå ôîðìóëû, ïîäðàçóìåâàþ-

ùèå ïðîãðàììèðîâàíèå âû÷èñëåíèé íà àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêàõ âûñîêîãî óðîâíÿ, â

ðàáîòå ïðèâåäåíû â âèäå ñêðèíøîòîâ èç ïðîãðàììû MathCAD 2000.

Âåðõíèé ñëîé (1) è íèæíèé ïîëóáåñêîíå÷íûé ñëîé (3) ðàçäåëåíû ïåðåõîäíûì ñëî-

åì (2) òîëùèíîé h2, äëÿ âåùåñòâà êîòîðîãî òàêæå èçâåñòíû äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè

îòíîñèòåëüíûõ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòåé ε2 è µ2. Â ýòîì ñëîå

äîïóñêàåòñÿ äèññèïàöèÿ ýíåðãèè ÝÌÂ, ò. å., ìíèìàÿ ÷àñòü îòíîñèòåëüíîé äèýëåêòðè-

÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè εε2 ìîæåò áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ, ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è

áóäåò ïîëó÷åíî äëÿ ñëó÷àÿ 0 < εε2 << ε2. Êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé

íà òîëùèíó ñëîÿ h2 íå ñóùåñòâóåò. Îòíîñèòåëüíûå äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ

ïðîíèöàåìîñòè íèæíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà (3) (äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè) ñîñòàâëÿþò

ñîîòâåòñòâåííî ε3 è µ3. (Â ñëó÷àå ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé ìíèìîé ÷àñòè äèýëåêòðè-

÷åñêîé èëè ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè âåùåñòâà ýòîãî ñëîÿ â äàííîé çàäà÷å ïîä ε3 è

µ3 ñëåäóåò ïîíèìàòü ìîäóëè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé.)

Òðåáóåòñÿ ðàññ÷èòàòü àìïëèòóäó è ôàçó (ôàçà ïàäàþùåé èç ñëîÿ (1) âîëíû ïðè-

íèìàåòñÿ çà íóëåâóþ íà ëèíèè íóëåâîé ôàçû, ðèñ. 1) ïëîñêîé ÝÌÂ, îòðàæ¼ííîé îò

ãðàíèöû ïåðåõîäíîãî ñëîÿ (2) ñ ó÷¼òîì ìíîãîêðàòíûõ ïåðåîòðàæåíèé ïðåëîìëåííîé

âîëíû âíóòðè ýòîãî ñëîÿ îò ãðàíèö ðàçäåëà (1)�(2) è (2)�(3) è å¼ çàòóõàíèÿ, à òàêæå

ïîñëåäóþùåãî ïðåëîìëåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâ (2)�(1).

Ðàñ÷¼ò óãëà ïðåëîìëåíèÿ ÝÌÂ íà ãðàíèöàõ ïåðåõîäíîãî ñëîÿ. Çàêîí

Ñíåëëèóñà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò óãîë, ïîä êîòîðûì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðåëîìëåííàÿ

âîëíà, óäîáíî çàïèñàòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè, ïðè÷¼ì äàííàÿ ôóíêöèÿ, â çàâèñèìîñòè

îò ïîäñòàâëåííûõ ïðè å¼ âûçîâå â ïîñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ ôàêòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ

íà ìåñòàõ ôîðìàëüíûõ, ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðàñ÷åòà óãëà, ïîä êîòîðûì ïðîèñõîäèò

ðàñïðîñòðàíåíèå ÝÌÂ êàê ïðè ïðåëîìëåíèè íà ãðàíèöå (1)�(2), òàê è íà ãðàíèöå

(2)�(3):

β(α, ε1, µ1, ε2, µ2) := arcsin

(√
ε1µ1√
ε2µ2

sinα

)
.

Çäåñü èíäåêñ 1 � ôîðìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò ñëîþ, â êîòîðîì ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ ïàäàþùàÿ âîëíà, èíäåêñ 2 � ñëîþ, â êîòîðûé ïðåëîìëÿåòñÿ âîëíà.

Ðàñ÷¼ò àìïëèòóäû âîëíû ïðè ïðåëîìëåíèè è îòðàæåíèè. Ôîðìóëû

Ôðåíåëÿ, îïðåäåëÿþùèå àìïëèòóäó è ïîëÿðíîñòü îòðàæåííîé îò ãðàíèöû ðàçäå-

ëà ñðåä è ïðåëîìëåííîé âîëí, òàêæå óäîáíî çàïèñàòü â êà÷åñòâå ôóíêöèé äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ïîëÿðèçàöèé, âçÿâ çà èõ îñíîâó âèä, ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòàõ [5; 6]. Ýòè

ôóíêöèè òàê æå, êàê è ïðåäøåñòâóþùàÿ, â çàâèñèìîñòè îò ïîäñòàâëåííûõ ïðè èõ

ïîñëåäóþùèõ âûçîâàõ ôàêòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðàñ÷¼òà àáñî-
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ëþòíîé àìïëèòóäû ÝÌÂ ïðè ïðåëîìëåíèè è îòðàæåíèè íà ãðàíèöàõ (1)�(2), (2)�(3)

èëè (2)�(1):

ArefTM(α, ε1, µ1, ε2, µ2) :=
cos(α)

√
ε2µ1− cos(β(α, ε1, µ1, ε2, µ2))

√
ε1µ2

cos(α)
√
ε2µ1 + cos(β(α, ε1, µ1, ε2, µ2))

√
ε1µ2

.

ApenTM(α, ε1, µ1, ε2, µ2) :=

√
ε1 +

√
ε1 · ArefTM(α, ε1, µ1, ε2, µ2)√

ε2
.

ArefTE(α, ε1, µ1, ε2, µ2) :=
cos(α)

√
ε1µ2− cos(β(α, ε1, µ1, ε2, µ2))

√
ε2µ1

cos(α)
√
ε1µ2 + cos(β(α, ε1, µ1, ε2, µ2))

√
ε2µ1

.

ApenTE(α, ε1, µ1, ε2, µ2) :=

√
µ1 +

√
µ1 · ArefTE(α, ε1, µ1, ε2, µ2)√

µ2
.

Çäåñü ArefTM è ApenTM � îòíîñèòåëüíûå àìïëèòóäû îòðàæåííîé è ïðåëîì-

ëåííîé TM-âîëíû, à ArefTE è ApenTE � îòíîñèòåëüíûå àìïëèòóäû îòðàæåííîé

è ïðåëîìëåííîé TE-âîëíû ñîîòâåòñòâåííî. Èíäåêñ 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëîþ, â êîòîðîì

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïàäàþùàÿ âîëíà, èíäåêñ 2 � ñëîþ, â êîòîðûé ïðåëîìëÿåòñÿ âîëíà.

Àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû ïðèíèìàåòñÿ çà åäèíè÷íóþ.

Àìïëèòóäà âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âíèç (íà ðèñ.1) â ïåðåõîäíîì ñëîå (2),

ïðåòåðïåâøåé çàòåì ÷àñòè÷íîå îòðàæåíèå íà ãðàíèöå ñî ñëîåì (3), è äàëåå � ÷à-

ñòè÷íîå îòðàæåíèå íà ãðàíèöå ñî ñëîåì (1), èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó (ïðè TM è TE

ïîëÿðèçàöèÿõ ñîîòâåòñòâåííî):

Ar3r1TM(β) := ArefTM(β, ε2, µ2, ε3, µ3) · ArefTM(β, ε2, µ2, ε1, µ1),

Ar3r1TE(β) := ArefTE(β, ε2, µ2, ε3, µ3) · ArefTE(β, ε2, µ2, ε1, µ1).

Àíàëîãè÷íî, àìïëèòóäà âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âíèç â ïåðåõîäíîì ñëîå (2),

ïðåòåðïåâøåé çàòåì ÷àñòè÷íîå îòðàæåíèå íà ãðàíèöå ñ (3) ñëîåì, è äàëåå ïðåëîì-

ëåííàÿ â ñëîé (1), èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó (äëÿ TM è TE ïîëÿðèçàöèé):

Ar3p1TM(β) := ArefTM(β, ε2, µ2, ε3, µ3) · ApenTM(β, ε2, µ2, ε1, µ1),

Ar3p1TE(β) := ArefTE(β, ε2, µ2, ε3, µ3) · ApenTE(β, ε2, µ2, ε1, µ1).

Èçìåíåíèå àìïëèòóäû âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âíèç ïåðåõîäíîì ñëîå (2),

ïðåòåðïåâøåé çàòåì k ÷àñòè÷íûõ ïàðíûõ ïåðåîòðàæåíèé íà ãðàíèöàõ ñ (3) è ñ (1)

ñëîÿìè, è ðåôðàêöèþ â (1) ñëîé (ïðè TM è TE ïîëÿðèçàöèè ñîîòâåòñòâåííî) çàïè-

øåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

AkTM(α, k) := ApenTM(α, ε1, µ1, ε2, µ2) · Ar3r1TM(β(α, ε1, µ1, ε2, µ2))k−1·

Ar3p1TM(β(α, ε1, µ1, ε2, µ2)),

AkTE(α, k) := ApenTE(α, ε1, µ1, ε2, µ2) · Ar3r1TE(β(α, ε1, µ1, ε2, µ2))k−1·
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Ar3p1TE(β(α, ε1, µ1, ε2, µ2)).

Àíàëîãè÷íî, èçìåíåíèå àìïëèòóäû âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âíèç âî (2) ñëîå,

ïðåòåðïåâøåé çàòåì k ÷àñòè÷íûõ ïàðíûõ ïåðåîòðàæåíèé íà ãðàíèöàõ ñ (3) è ñ (1)

ñëîÿìè (ïðè TM è TE ïîëÿðèçàöèè ñîîòâåòñòâåííî) ñîñòàâèò:

Ak21TM(α, k) := ApenTM(α, ε1, µ1, ε2, µ2) · Ar3r1TM(β(α, ε1, µ1, ε2, µ2))k,

Ak21TE(α, k) := ApenTE(α, ε1, µ1, ε2, µ2) · Ar3r1TE(β(α, ε1, µ1, ε2, µ2))k.

Ðàñ÷¼ò íàáåãà ôàçû ïðåëîìëåííîé âîëíû. Ðàññ÷èòàåì õîä è íàáåã ôàçû

ïðåëîìëåííîé íà ãðàíèöå ñëîåâ (1)�(2) âîëíû, ïðîøåäøåé â ïåðåõîäíîì ñëîå (2) äî

ãðàíèöû ñ ïîëóáåñêîíå÷íûì ñëîåì (3), ÷àñòè÷íî îòðàæåííîé íà ýòîé ãðàíèöå ðàçäåëà

è ïðîøåäøåé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè äî ãðàíèöû ñ ïîëóáåñêîíå÷íûì ñëîåì (1).

Õîä âîëíû L â ïåðåõîäíîì ñëîå (2) ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè îòðàæåíèÿìè

îò ñëîåâ (1) è (3) (ðèñ. 1) ñîñòàâëÿåò L = h2/ cos(β), ãäå β � óãîë ïðåëîìëåíèÿ,

õîä âîëíû ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè îòðàæåíèÿìè îò ñëîÿ (1) ñîñòàâèò

2L = 2 · h2/ cos(β). Íàáåã ôàçû âîëíû íà ýòîì ïóòè ñîñòàâèò Φ = 4πL/λ2 =

= 4π · h2/(λ2 cos(β)), ãäå λ2 := λ0√
ε2µ2

� äëèíà âîëíû â ïåðåõîäíîì ñëîå (2).

Ðàñ÷¼ò äîïîëíèòåëüíîãî íàáåãà ôàçû ïàäàþùåé âîëíû. Ñòîðîíà òðå-

óãîëüíèêà C (ðèñ.1) ñîñòàâëÿåò C = 2L sin(β) = 2 · h2 tg(β). Äîïîëíèòåëüíûé õîä

ïàäàþùåé âîëíû r äî ëèíèè âòîðè÷íîãî ïðåëîìëåíèÿ èç ïåðåõîäíîãî ñëîÿ (2) â

ñëîé (1) ñîñòàâèò r = C sin(α) = 2 · h2 tg(β) sin(α), ãäå α � óãîë ïàäåíèÿ âîë-

íû â ñëîå (1). Äîïîëíèòåëüíûé íàáåã ôàçû ïàäàþùåé âîëíû ñîñòàâèò Φp = r/λ1,

Φp = 2 · h2 tg(β) sin(α)/λ1, ãäå λ1 := λ0√
ε1µ1

� äëèíà âîëíû â ñëîå (1).

Î÷åâèäíî, ÷òî âîëíà èç ñëîÿ (2) ÷àñòè÷íî îòðàçèòñÿ îò ñðåäû (1) âíóòðü ýòîãî

ñëîÿ, ïîñëå ÷åãî ïîòåðïèò ÷àñòè÷íîå îòðàæåíèå îò ñëîÿ (3) è òàê äàëåå, òî åñòü â

ñëîå (2) îáðàçóåòñÿ ñòîÿ÷àÿ âîëíà, à ñàì ïåðåõîäíûé ñëîé ïðîÿâëÿåò ñåáÿ ïîäîáíî

ðåçîíàòîðó. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûé íàáåã ôàçû â ïåðåõîäíîì ñëîå (2) è èçìåíåíèå

àìïëèòóäû âîëíû ïðè ïîñëåäóþùèõ ïåðåîòðàæåíèÿõ áóäåò îïèñûâàòüñÿ òåìè æå

ôàçîâûìè ìíîæèòåëÿìè.

Ó÷¼ò äèññèïàöèè ýíåðãèè ÝÌÂ â ïåðåõîäíîì ñëîå (2). Ïîñêîëüêó ïðè

êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòèw2 = ε2−i·εε2 êîìïëåêñíîå
çíà÷åíèå âîëíîâîãî ÷èñëà k ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

k =
2π
√
µ2

λ0

√
w2.

Ïðè 0 < εε2 << ε2, ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì äëÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ

√
w2 ≈

√
ε2

(
1− i εε2

2 · ε2

)
,

ïîëó÷àåì äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ äëÿ âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ñëîå (2):
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a =
π
√
ε2µ2

λ0

· εε2
ε2
.

Ôîðìóëû äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïðåëîìëåííîé âîëíû. Ââîäÿ êîì-

ïëåêñíóþ àìïëèòóäó ïóò¼ì óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé àìïëèòóäû âîëíû íà ôàçî-

âûé ìíîæèòåëü eiΦ, c ó÷¼òîì ðàçíîñòè íàáåãà ôàçû äëÿ ïðåòåðïåâøåé k ïàðíûõ

îòðàæåíèé â ïåðåõîäíîì ñëîå (2) ïðåëîìë¼ííîé âîëíû è ïàäàþùåé âîëíû, à òàêæå

äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ è êîýôôèöèåíò ðåôðàêöèè èç (2) â (1) ñëîé, ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùèå ôîðìóëû äëÿ TM è TE ïîëÿðèçàöèé ñîîòâåòñòâåííî:

CkTM(α, h2, k) := exp

(
−i4πk · h2

λ2 cos(β)
+
i4πk · h2 tg(β) sin(α)

λ1

)
·

exp

(
−η2k · h2

cos(β)

)
· AkTM(α, k),

CkTE(α, h2, k) := exp

(
−i4πk · h2

λ2 cos(β)
+
i4πk · h2 tg(β) sin(α)

λ1

)
·

exp

(
−η2k · h2

cos(β)

)
· AkTE(α, k),

ãäå β = β(α, ε1, µ1, ε2, µ2)

η :=
πεε2

λ2ε2
.

Êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû îòðàæ¼ííîé âîëíû (ïðè TM è TE ïîëÿðèçàöèÿõ ñîîò-

âåòñòâåííî) ñ ó÷¼òîì n ïàðíûõ îòðàæåíèé â ïåðåõîäíîì ñëîå (2) ñ ÷àñòè÷íîé ðå-

ôðàêöèåé â (1) ñëîé, ïîñëå êàæäîé ïàðû ïåðåîòðàæåíèé, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû

ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

SumnTM(α, h2, n) := ArefTM(α, ε1, µ1, ε2, µ2) +
n∑
k=1

CkTM(α, h2, k),

SumnTE(α, h2, n) := ArefTE(α, ε1, µ1, ε2, µ2) +
n∑
k=1

CkTE(α, h2, k).

Ïðè ýòîì äåéñòâèòåëüíàÿ àìïëèòóäà è ôàçà îòðàæ¼ííîé âîëíû îïðåäåëÿþòñÿ

êàê ìîäóëü è àðãóìåíò ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû:

ASumnTM(α, h2, n) := |SumnTM(α, h2, n)|,

ΦSumnTM(α, h2, n) = arg(SumnTM(α, h2, n)),

ASumnTE(α, h2, n) := |SumnTE(α, h2, n)|,

ΦSumnTE(α, h2, n) = arg(SumnTE(α, h2, n)).
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Äàííûå âûðàæåíèÿ èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíóþ öåííîñòü, ïîñêîëüêó, âàðüèðóÿ â õî-

äå ðàñ÷¼òîâ n, ìîæíî îöåíèòü ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ îòëè÷èåì âîëíû îò ïëîñêîé,

ò. å. â òîì ÷èñëå c îñîáåííîñòÿìè èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû (äèàãðàììàìè íàïðàâ-

ëåííîñòè àíòåíí, èõ ðàñïîëîæåíèåì â äàëüíåé èëè áëèæíåé çîíå è ò. ï.). Î÷åâèäíî,

÷òî ÷ëåíû ðÿäà, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ñóììû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêóþ

ïðîãðåññèþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå ñóìì ïðè n→∞ íà îñíîâàíèè ïðå-

äåëüíîé òåîðåìû. Ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëü (ìíîæèòåëü) ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í êàê îòíîøåíèå äâóõ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ, íàïðèìåð, âòîðîãî ê ïåð-

âîìó, ïðèõîäèì ê ïðåäåëüíûì âûðàæåíèÿì äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä îòðàæåííîé

âîëíû ïðè TM è TE ïîëÿðèçàöèè:

SumiTM(α, h2) := ArefTM(α, ε1, µ1, ε2, µ2) +
CkTM(α, h2, 1)2

CkTM(α, h2, 1)− CkTM(α, h2, 2)
,

SumiTE(α, h2) := ArefTE(α, ε1, µ1, ε2, µ2) +
CkTE(α, h2, 1)2

CkTE(α, h2, 1)− CkTE(α, h2, 2)
.

Àíàëîãè÷íî, ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíîé àìïëèòóäû è ôàçû îòðà-

æ¼ííîé âîëíû ïðè ó÷¼òå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåîòðàæåíèé â ïåðåõîäíîì ñëîå (2)

îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìîäóëü è àðãóìåíò ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû:

ASumiTM(α, h2) := |SumiTM(α, h2)|, ΦSumiTM(α, h2) = arg(SumiTM(α, h2)),

ASumiTE(α, h2) := |SumiTE(α, h2)|, ΦSumiTE(α, h2) = arg(SumiTE(α, h2)).

Äëÿ ðàñ÷¼òà àìïëèòóäû è ôàçû âîëíû âíóòðè ñëîÿ (2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëå-

äóþùèå ôîðìóëû (äëÿ TM è TE ïîëÿðèçàöèé). Êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïðåëîìë¼í-

íîé âîëíû, ïðåòåðïåâøåé k ïàðíûõ ïåðåîòðàæåíèé âíóòðè ñëîÿ(2):

Ck21TM(α, h2, k) := exp

(
−i4πk · h2

λ2 cos(β)

)
· exp

(
−η2k · h2

cos(β)

)
· Ak21TM(α, k),

Ck21TE(α, h2, k) := exp

(
−i4πk · h2

λ2 cos(β)

)
· exp

(
−η2k · h2

cos(β)

)
· Ak21TE(α, k),

ãäå β = β(α, ε1, µ1, ε2, µ2).

Ñ ó÷¼òîì n ïàðíûõ ïåðåîòðàæåíèé êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ñòîÿ÷åé âîëíû ñîñòà-

âèò:

Sum21nTM(α, h2, n) := ApenTM(α, ε1, µ1, ε2, µ2) +
n∑
k=1

Ck21TM(α, h2, k),

Sum21nTE(α, h2, n) := ApenTE(α, ε1, µ1, ε2, µ2) +
n∑
k=1

Ck21TE(α, h2, k).
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Ïðè ýòîì äåéñòâèòåëüíàÿ àìïëèòóäà è ôàçà ñòîÿ÷åé âîëíû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîò-

íîøåíèÿìè:

ASum21nTM(α, h2, n) := |Sum21nTM(α, h2, n)|,

ΦSum21nTM(α, h2, n) := arg(Sum21nTM(α, h2, n)),

ASum21nTE(α, h2, n) := |Sum21nTE(α, h2, n)|,

ΦSum21nTE(α, h2, n) := arg(Sum21nTE(α, h2, n)).

Ïðè ó÷¼òå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåîòðàæåíèé âíóòðè ñëîÿ (2) êîìïëåêñíàÿ àì-

ïëèòóäà ñòîÿ÷åé âîëíû ñîñòàâèò

Sum21iTM(α, h2) := ApenTM(α, ε1, µ1, ε2, µ2)+
Ck21TM(α, h2, 1)2

Ck21TM(α, h2, 1)− Ck21TM(α, h2, 2)
,

Sum21iTE(α, h2) := ApenTE(α, ε1, µ1, ε2, µ2)+
Ck21TE(α, h2, 1)2

Ck21TE(α, h2, 1)− Ck21TE(α, h2, 2)
.

Äåéñòâèòåëüíàÿ àìïëèòóäà è ôàçà ñòîÿ÷åé âîëíû ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû êàê

ASum21iTM(α, h2) := |Sum21iTM(α, h2)|,

ΦSum21iTM(α, h2) := arg(Sum21iTM(α, h2)),

ASum21iTE(α, h2) := |Sum21iTE(α, h2)|,

ΦSum21iTE(α, h2) := arg(Sum21iTE(α, h2)),

Ïðèìåðû ðàñ÷¼òà. Ïðèâåä¼ì äèàãðàììû (ðèñ. 2, 3) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðå-

ëîìëåíèÿ è îòðàæåíèÿ, îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû ïðåëîìëåííîé èç ñëîÿ (2) â ñëîé

(1) âîëíû äëèíîé λ0 = 0.0234, ïðåòåðïåâøåé 1, 2 è 3 ïàðíûõ îòðàæåíèé â ñëîå

(2), àìïëèòóäû îòðàæ¼ííîé âîëíû ïðè ó÷¼òå 2 ïàðíûõ îòðàæåíèé â ñëîå (2), à

òàêæå àìïëèòóäû è ôàçû (â åäèíèöàõ ðàä/π) îòðàæ¼ííîé âîëíû ïðè ó÷¼òå áåñ-

êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðàæåíèé â ñëîå (2) â çàâèñèìîñòè îò óãëà ïàäåíèÿ α äëÿ TM

è TE ïîëÿðèçàöèé âîëíû. Èñõîäíûå ïàðàìåòðû ñðåä: ε1 = µ1 = 1, h2 = 0.2,

ε2 = 3.15, µ2 = 0.96, εε2 = 0.007716, ε3 = 43.406 è µ3 = 1. Êàê âèäíî èç ïðèâåä¼ííûõ

ãðàôèêîâ, ó÷¼ò òîëüêî äâóõ ïàðíûõ ïåðåîòðàæåíèé âíóòðè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ (n = 2)

ïðè äàííûõ èñõîäíûõ óñëîâèÿõ äà¼ò ðåçóëüòàò, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèé ñ ïîëó-

÷åííûì íà îñíîâàíèè ïðåäåëüíîé òåîðåìû ïðè n → ∞. Ðàçëè÷èÿ áîëåå çàìåòíû íà

TE-ïîëÿðèçàöèè.
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Ðèñ. 2. Ðàñ÷¼òíûå äèàãðàììû àìïëèòóäû è ôàçû â çàâèñèìîñòè

îò óãëà ïàäåíèÿ äëÿ TM-ïîëÿðèçàöèè âîëíû

Fig. 2. Calculated diagrams of the amplitude and phase versus

the angle of incidence for the TM-polarization of the wave

Ðèñ. 3. Ðàñ÷¼òíûå äèàãðàììû àìïëèòóäû è ôàçû â çàâèñèìîñòè

îò óãëà ïàäåíèÿ äëÿ TE-ïîëÿðèçàöèè âîëíû

Fig. 3. Calculated diagrams of amplitude and phase versus angle

of incidence for TE-wave polarization
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Ñðàâíåíèå ñ íàáëþäåíèÿìè. Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ïðèâåä¼ííûõ ôîð-

ìóë ïî ðàñ÷¼òó àìïëèòóäû è ôàçû ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, îòðàæ¼ííîé

îò ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä, íàìè áûëè âûïîëíåíû íàòóðíûå èçìåðåíèÿ êîýôôèöèåíòà

îòðàæåíèÿ îò ðàñòóùåãî ïðåñíîãî ëåäÿíîãî ïîêðîâà íà ÷àñòîòå 12 ÃÃö.

Ýêñïåðèìåíò ñîñòîÿë â ñëåäóþùåì. Â ëåäÿíîì ïîêðîâå òîëùèíîé 150 ñì áûëà

ñäåëàíà ïðîðóáü ðàçìåðàìè 100×100 ñì2, êîòîðàÿ áûëà çàïîëíåíà âîäîé ñ èñõîäíîé

ìèíåðàëèçàöèåé 120 ìã/êã. Èçìåðåíèÿ âûïîëíÿëèñü íà îç. Àðàõëåé (Çàáàéêàëüñêèé

êðàé) â çèìíèé ïåðèîä âðåìåíè ïðè òåìïåðàòóðå âîçäóõà îêîëî −30 ◦C. Ïîä äåé-

ñòâèåì âíåøíèõ ïîãîäíûõ óñëîâèé îáðàçîâûâàëñÿ ðàñòóùèé ñëîé ëüäà.

Èçìåðåíèå êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îñóùåñòâëÿëîñü ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî àíà-

ëèçàòîðà öåïåé ôèðìû ¾Ìèêðàí¿ Ð4Ì-18 íà ÷àñòîòàõ îò 8 äî 14 ÃÃö (5 000 ÷àñòîò

èçìåðåíèé). Íàä ïîâåðõíîñòüþ ðàñòóùåãî ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïîä óãëîì 5◦ îò âåðòèêà-

ëè ïîìåùàëèñü ðóïîðíûå àíòåííû ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ. Ôîòîãðàôèÿ óñòàíîâêè

ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 4. Ôîòî ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè ïî èçìåðåíèþ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ

Fig. 4. Photo of the experimental setup for measuring the re�ection coe�cient

Â õîäå ñóòî÷íûõ èçìåðåíèé òîëùèíà ëåäÿíîãî ïîêðîâà â ïðîðóáè äîñòèãëà 4,5 ñì.

Ïðè ýòîì åãî ìèíåðàëèçàöèÿ ñîñòàâèëà â ñðåäíåì 2 ìã/êã. Âèäèìûõ íà ãëàç âêëþ-

÷åíèé (ïóçûðåé, âîäîðîñëåé è ò. ï.) â ëåäÿíîì ïîêðîâå íå îáíàðóæèâàëîñü.
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Â èòîãå áûëè âûÿâëåíû âàðèàöèè êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èíòåð-

ôåðåíöèåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ íà ñëîèñòîé ñòðóêòóðå âî âñåì èññëåäóåìîì

äèàïàçîíå.

Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷¼òíûõ äàííûõ

ïî êîýôôèöèåíòó îòðàæåíèÿ íà ÷àñòîòå 12 ÃÃö (ðèñ. 5). Íàáëþäàåìûå íåáîëüøèå

îòëè÷èÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îò ðàñ÷¼òíûõ îáúÿñíÿþòñÿ íåðàâíîìåðíîñòüþ

îáðàçîâàíèÿ ëåäÿíîãî ïîêðîâà è ïîãðåøíîñòüþ èçìåðåíèÿ òîëùèíû ëüäà â ïðîöåññå

åãî ðîñòà.

Ðèñ. 5. Cðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

è òåîðåòè÷åñêèõ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ

äëÿ ðàñòóùåãî ïðåñíîãî ëåäÿíîãî ïîêðîâà íà ÷àñòîòå 12 ÃÃö

Fig. 5. Comparison of experimental (dashed line) and theoretical (solid line)

re�ectivity values for growing freshwater ice cover at 12 GHz

Ïîäîáíûå èíòåðôåðåíöèîííûå êàðòèíû ïðè ðàñòóùåì ïðåñíîì ëåäÿíîì ïîêðîâå

â ìèêðîâîëíîâîì äèàïàçîíå õàðàêòåðíû è äëÿ ðàäèîòåïëîâûõ èçìåðåíèé [7]. Âî âñåõ

ñëó÷àÿõ íàáëþäàþòñÿ âàðèàöèè ðàäèîÿðêîñòíîé òåìïåðàòóðû ïðè ðîñòå ëåäÿíîãî

ïîêðîâà íà âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ïîëÿðèçàöèÿõ, êîòîðûå òàêæå çàâèñÿò è

îò óãëà íàáëþäåíèÿ.

Âûâîäû. Ïðèâåä¼ííûå â ðàáîòå ôîðìóëû ðåøàþò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ôîðìó-

ëû àäàïòèðîâàíû äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷¼òîâ â ñèñòåìàõ MathCad, MathLab è äëÿ ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ íà àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêàõ âûñîêîãî óðîâíÿ. Ðàññìîòðåííîå ïðè-

áëèæåíèå (ó÷¼ò ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ñðåä è äèññèïàöèè ýíåðãèè ÝÌÂ â ïåðåõîäíîì
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ñëîå) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ èíòåðïðåòàöèè äàííûõ ðàäèîëîêàöèîííîãî çîíäèðî-

âàíèÿ îáúåêòîâ, â êîòîðûå âõîäÿò ãåòåðîãåííûå íàíîñòðóêòóðèðîâàííûå èëè óâëàæ-

íåííûå äèñïåðñíûå, à òàêæå äèàìàãíèòíûå ñðåäû, â òîì ÷èñëå îáúåêòîâ êðèîñôåðû

Çåìëè.
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Computation of the Amplitude and Phase of a Plane Electromagnetic Wave,
Re�ected from the Interface between Media in the Presence
of a Nanostructured Heterogeneous, Moistened Dispersed

or Diamagnetic Layer

The paper presents the formulas for calculating the amplitude and phase of a plane

electromagnetic wave re�ected from the interface in the presence of a transition layer, taking

into account speci�c e�ects in the case of nanostructured heterogeneous and moistened dispersed

media, including near critical temperatures at Widom-line. In contrast to the well-known

solutions for similar systems, the derivation is based on the symmetric form of Fresnel formulas,

which allows to take into account the in�uence of magnetic e�ects in the transition layer on

the amplitude and phase of the re�ected wave. The �nal formulas are adapted for carrying out

calculations in the systems MathCad, MathLab and for programming the algorithm in high-

level languages (C, Pascal, etc.), allowing the code to be structured as functions and the string

notation of algebraic expressions.

Keywords: dielectric permeability, magnetic permeability, Fresnel formulas, interface,

nanostructured heterogeneous medium, wet dispersion medium
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